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自然图像的统计数据
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摘要

最近，人们对自然图像的属性重新产生了兴趣。它们的统计数据不仅在图像压缩中很重要，而且在生

物学感官处理研究中也很重要，这可以被视为满足某些 “设计标准”。这篇评论总结了以前关于图像统计
的研究，并提供了我们自己的数据。自然图像最显着的属性可能是尺度不变性。我们提供了数据来支持

这一说法，以及自然场景中层次不变性的证据。这些对称性为自然图像提供了强有力的描述，因为它们

极大地限制了允许分布的类别。
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1. 介绍
我们可以轻松区分自然界的图像与人造图像或计算机随机创建的图像。自然图像之所以与众不同，

是因为它们包含特定类型的结构。它们远非随机：在计算机上随机构建的图像几乎从不包含自然场景，

甚至不包含一棵树。因此，在所有可能的图像中，自然图像非常罕见。我们如何利用这一事实？

图像处理系统（例如压缩算法、模拟存储介质和我们自己的视觉系统）处理这些真实世界的图像。

因此，要了解这些系统的典型行为，我们必须首先研究自然场景的结构。然后，我们可以解决诸如 “我
们应该期望实现多少压缩？” 或 “播放失真会多久超过临界值？” 或 “视神经每秒传递多少位信息？”
等问题。

在这篇评论中，我们首先总结了已知的自然图像特征，并添加了新发现。这项研究的动机是使用

此类图像统计数据的实际例子，主要针对生物视觉。在分析图像时，我们会提出以下问题：

• 自然图像与随机图像有哪些不同？

• 自然图像统计数据是否遵循任何简单的不变性？

• 这些统计数据对于生物视觉系统中的图像处理有何影响？

https://doi.org/10.18637/ssj.2024.test


2 自然图像的统计数据

在第一部分中，我们概述了信号处理中的统计方法，重点介绍了其在视觉方面的应用。我们描述

了一个框架，用于根据涉及自然场景统计数据的设计标准来理解视觉性能。

随后，我们概述了几种可以表征这些图像的方法，并介绍了以前的研究成果，这些成果暗示了自

然图像结构的一些简单属性。最后，我们对数据进行了详细分析，并尝试量化图像中存在的可预测性

或冗余量。我们能够确认其他研究提出的缩放比例，并发现与自然场景的层次结构相关的新不变性。

2. 统计框架
我们每天遇到的图像只是所有可能图像的一个非常稀疏的子集。

大多数图像在自然界中根本不会出现，这可以通过在计算机上创建随机图像轻松证明。想象一下

所有 256 x 256 图像都存在于 65536 维空间中，那么自然图像所占据的空间的 “体积” 是无穷小的。
此外，自然图像不是高斯分布，也不是从图像建模中常用的任何其他基本分布中得出的。用 Field 的
话来说 [32]

‘…描述自然场景概率密度的状态空间具有高度可预测性，但没有广泛假设的形状。’

自然图像的分布很复杂。也许它就像啤酒泡沫一样，大部分是空的，但包含一层薄薄的流体网状

结构，填充空间，几乎不占据任何体积。流体区域代表那些具有自然特征的图像。我们的直觉应该是，

没有 “简单” 的空间变换可以消除分布的复杂性。空间大部分未被占用这一事实表达了分布中的冗余。

由于自然图像具有高度非随机性，我们可能怀疑以像素为单位来表达它们并不是最方便的选择，

因为它适用于完全随机的图像。如果有一种方法可以将最常出现的图像编码为短的位串，将最不可能

出现的图像编码为较长的位串（也许使用霍夫曼编码 [41]），那么平均所需的存储空间量可以减少。大
多数实用算法不是在整个图像级别上工作，而是考虑子图像，例如水平扫描线（预测编码）或 8 x 8 像
素块（JPEG）。然后将它们编码为独立实体，忽略它们的相互依赖性。事实上，此类程序目前在磁盘
空间中节省了一个数量级 [1]，这说明了真实图像中包含的大量冗余和可预测性。最重要的是，这些图
像的统计结构决定了最佳压缩算法。但目前我们甚至不知道理论上可以实现多少压缩，因为真实图像

的统计数据尚未得到很好的表征。

讨论的核心是图像集合的概念。我们设想每个图像 𝐼(𝑥) 都与一个发生概率相关联1，𝑃 [𝐼(𝑥)]，它
定义了集合。从此分布中随机抽取的图像将完全代表手头的自然环境。实际问题可能与设备或算法在

处理从此集合中抽取的图像时的性能有关。

为了给出统计公式的说明性示例，我们询问一组图像如何通过噪声线性编码进行表示。让我们通

过考虑一维随机信号 𝜙(𝑥)（带限和广义平稳，具有零集合均值）来简化，该信号在每个点处与滤波器
𝑓(𝑥) 卷积。由 𝜂(𝑥) 给出的随机噪声被添加到此信号中。最终编码 𝑦(𝑥) 可能表示模拟磁带上记录的
信号或一组神经元的响应。具体来说，我们有

𝑦(𝑥) = (𝑓 ∗ 𝜙)(𝑥) + 𝜂(𝑥) (1)

1严格地说，我们应该在图像空间上调用概率密度（具有相关度量），因为它们构成了 “事件” 的连续体。
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我们希望知道 𝜙(𝑥) 在多大程度上能被 𝑦(𝑥) 表示。一种方法是从信号 𝑦(𝑥) 重构 𝜙(𝑥) 的 “最佳”
估计值2。

我们将最佳估计 $est(x) 定义为具有最小均方误差的估计，即

⟨|𝜙est(𝑥) − 𝜙(𝑥)|2⟩ (2)

最小化，其中期望值是所有信号和噪声的。众所周知，这个估计量由后验分布的均值给出 [65]，
𝑃 [𝜙|𝑦]：

𝜙est(𝑥) = ∫ 𝒟𝜙 𝜙(𝑥) 𝑃 [𝜙|𝑦] (3)

其中积分针对的是集合中的所有 4(𝑥)。
集合的统计数据通过贝叶斯定理作为先验分布输入：

𝑃 [𝜙|𝑦] = 𝑃 [𝑦|𝜙]𝑃 [𝜙]
𝑃 [𝑦] (4)

并且 𝑃 [𝑦|𝜙] 取决于滤波器 f(x) 和噪声统计量。所以我们有

𝜙est(𝑥) = ∫ 𝒟𝜙 𝜙(𝑥)𝑃 [𝑦|𝜙]𝑃 [𝜙]
𝑖𝑛𝑡𝒟𝜙 𝑃 [𝑦|𝜙]𝑃 [𝜙] � (5)

这个方程告诉我们如何从测量值 𝑦(𝑥) 得出信号的最佳猜测 𝜙𝑒𝑠𝑡(𝑥)。当信号和噪声概率分布均为
高斯分布时，估计值是测量值的线性函数。但一般来说情况并非如此，估计量可能相当复杂。在上述

公式中，很明显，了解由 𝑃 [𝜙] 给出的集合对于理解系统运行情况非常重要。
一般而言，必须完全表征 𝑃 [𝜃] 才能进行上述计算。但是，当面对高维信号时，这是不可能的，因

为这需要从分布中收集大量图像3。幸运的是，在信噪比 (SNR) 较低的情况下，只需要分布中的少数
相关函数。

可以证明，对于 SNR 的最低阶，最佳估计由以下公式给出：

Φess(𝑘) = 𝐹(𝑘)𝑆(𝑘)
𝒩(𝑘) 𝑌 (𝑘) (6)

其中 Φest 、𝐹 和 𝑌 分别是 𝜙est 、f 和 y 的傅里叶变换，𝑆(𝑘) 和 𝒩(𝑘) 分别是信号和噪声在空
间频率 𝑘 处的集合功率谱密度。信号集合的功率谱可以用其二阶相关函数表示为

⟨Φ∗(𝑘)Φ(𝑘′)⟩ = 2𝜋𝒮(𝑘)𝛿(𝑘 − 𝑘′)� (7)

在较高的信噪比下，方程（6）将包括图像集合的高阶相关函数。请注意，该方程也是维纳滤波器
低信噪比展开式中的一阶项。

2关于线性信号分析和估计的概述可以在 Wiener [88] 的开创性著作中找到。
3想象一下，需要查看多少张 4 x 4 图像才能填充它们的概率分布。假设每个像素量化为 16 个灰度值。那么可能的图像数量超过 1019，我

们需要许多倍于此的示例才能猜测它们的分布方式。
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现在我们可以问这样的问题：“在指定的约束条件下，选择哪种 f(x) 可以最小化预期的重建误差？
” 一旦指定了问题的统计特征，我们不仅可以量化其典型行为，还可以询问系统相对于给定标准的最
佳设计是什么。

近年来，这一范式变得流行起来，并在应用于生物视觉时产生了令人鼓舞的成果，例如预测神经

反应 [48, 50, 68]、感受野 [2, 4, 5, 10, 54, 57, 71, 72, 80, 83, 84, 86]、颜色编码 [3, 8, 14, 22, 59,
64]、立体编码 [53]、复眼的设计 [47, 78, 79]，甚至瞳孔反应 [49]。

该方法的最终目标是根据第一原理预测生物系统的测量响应，无论是神经元的活动、复眼中的最

佳面间距还是人类的心理物理阈值。在后一类中，Atick 和 Redlich [4] 根据最小化表示冗余的标准预
测了自然场景的最佳神经编码。他们的结果与人类在光照水平下数十年的检测阈值相匹配。在构建方

法时，他们结合了设计标准、系统约束和图像的测量统计数据。这些最小要素允许进行无参数预测，这

意味着效率的基本思想可能在视觉领域得到广泛应用。

Laughlin [48] 询问视觉神经元应如何最好地编码对比度，以便传输尽可能多的信息（以香农度量
[76] 为准）。答案是将对比度转换为响应直方图均匀的方式。此过程消除了英文文本中存在的相同类
型的冗余，其中字母表中的字母使用频率并不相同。他的处理方法预测了一条对比度响应曲线，该曲

线与苍蝇视觉系统中 LMC 细胞的响应特性非常相似。做出这一预测需要测量自然图像的对比度直方
图。我们将在本文后面回到响应直方图这一问题。

所有这些方法的基本思想是，传感系统能够很好地处理自然界中存在的各种信号。许多提出的有

效设计标准都是基于统计测量的。Attneave [6] 和 Barlow [7] 认为，减少传感信息的冗余是传感系统
的主要目标。

Linsker 列举了一些例子，说明感官编码如何最大限度地提供信息 [55, 56, 57]。其他衡量标准包
括重建保真度 [57, 71] 和神经反应直方图的形状 [32, 48]。所有这些标准都涉及神经编码的统计数据。
只有首先研究自然场景的属性，我们才能预测如何最好地处理它们。

总之，我们经常想知道图像处理系统在正常条件下的工作情况。人们通常使用统计度量，例如系

统提供的信息量的平均重建误差。这将我们带入一个具有统计基础的框架，需要了解自然图像统计知

识。

3. 收集自然图像
到目前为止，我们已经为自然图像的研究提供了动机。但仍存在一些重要问题：

• 哪些图像应该包含在整体中？

• 我们应该测量什么？

• 我们应该计算哪些统计数据？

显然，没有 “正确” 的集合。每个环境都有自己的典型特征，因此也有自己的统计数据。在解释
这些统计数据之间的差异时，我们可能会寻找视觉系统与其所居住环境的统计数据有系统差异的生物

[38, 58]。
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一项早期研究对电视图像进行了描述 [45]，旨在了解如何对其进行最佳编码。最近的研究则集中
于户外自然图像 [31, 73, 82]。

我们的数据包括春天树木繁茂的环境的图像。

一旦选定了环境，我们就必须决定要捕捉哪些图像，也就是将相机指向何处。我们还可以选择使

用角分辨率或光谱灵敏度来模拟特定生物的视觉系统4。当然，视觉系统是实时运作的，因此分析短片

而不是静态图像会增加另一个层次的细节。

最后，我们必须考虑统计分析。最终，人们想知道 𝑃 [𝐼]，即任何图像出现的概率。但是，如前所
述，由于数据集所需的大小，这是不可能实现的。另一种可能性是通过实验确定模型 𝑃 [𝐼] 的最佳参
数，例如马尔可夫随机场 [33, 43]。

也许最直接的方法是将图像分布的相关函数编入目录 [13]。这意味着使用图像数据来评估类似
⟨𝐼(𝑥1)𝐼(𝑥2) ⋯ 𝐼(𝑥𝑛)⟩ 的表达式。但除了二阶相关函数 (𝑛 = 2) 之外，这些量很难解释（也很难可视
化，因为每个空间索引都会为函数的域添加两个维度）。如上所述，相关函数在低 SNR 下以扰动方式
自然进入统计计算。因此，尽管高阶相关函数可能无法提供太多见解，但它们确实具有直接的应用。

表征任意分布可以通过蛮力完成（例如，通过测量相关函数）。但我们也可以在分布中寻找简单的

底层结构或 “不变性” 属性。也就是说，如果图像简单地变换，图像概率也可以简单地变换。平移不变
性就是这样一种对称性。对于某些集合，我们期望给定图像出现的概率与其位置偏移无关。这种不变

性可以大大降低分布的复杂性。它们通常足以合成量子场论的分布 [39]，并且在图像处理 [51] 中也发
挥着重要作用。如果自然场景的分布不包含这样的不变性，那么仅仅收集统计数据将是一项有用但不

一定有趣的冒险。然而，我们会发现自然图像确实表现出一些相当令人惊讶的对称性。

由于无法收集足够的数据来全面描述图像环境，我们的统计描述将远非完整。我们甚至无法用我

们最少的统计知识重现逼真的图像。有趣的是，考虑一下需要多少这类知识才能做一些有用的事情。例

如，我们已经看到，在低 SNR 条件下，唯一重要的统计数据是功率谱，它可用于设计最佳的低 SNR
滤波器。在高 SNR 下，统计数据的每个细节都很重要，但有多重要呢？我们能否将我们的知识限制
在几个允许近乎最佳性能的统计数据上？

实际上，这就是我们的视觉系统所做的。哺乳动物视觉系统的发育在很大程度上取决于早期的视

觉刺激 [11, 61]。具体来说，众所周知，在特殊图像环境中长大的哺乳动物成年后其视觉系统功能会
发生改变 [36]。这表明，视觉系统的发育受到其环境统计数据的影响，通过某种尚不为人所知的算法。
视觉系统的最终 “线路” 中包含一组有关生物过去视觉体验的统计数据。了解这些统计数据可能有助
于深入了解视觉处理的本质。

4. 图像统计
1952 年，Kretzmer[45] 开创了对现实世界图像的现代分析。

考虑到在电视图像编码中的应用，他列出了一组局部图像统计数据，从中，例如点直方图和二阶

相关函数。他通过测量将图像冗余的下限设定为每像素约 3 位。

图像功率谱中幂律缩放首次被提及是在 1957 年 Deriugin [28] 的一篇论文中，他也测量了电视信
4希望自然图像的特征对这些类型的细节相当稳健。
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号。这一特性在 1978 年被 Cohen 等人 [23]（另见 [20]）重新发现，1987 年 Burton 和 Moorhead
[16] 以及 Field [31] 再次发现。后来 Tolhurst 等人 [82] 和我们 [73, 74] 研究了这种缩放。发现集合
功率谱（在方向上平均）的行为大致为

𝒮(𝑘) ∝ 𝑘−2+𝜂 (8)

其中 𝑘 是空间频率的模数（例如，以 𝑑𝑒𝑔−1 为单位），并且 𝜂 被测量为很小。功率谱是空间频
率给出的单个角尺度的函数，并且它随着该尺度的幂而变化。自然图像中没有首选的角尺度，因为功

率谱的形式对于任何基本尺度的选择都是不变的。将空间频率加倍总是会将功率降低 2−2+𝜂 倍。例如，

对于形式为 𝒮(𝑘) ≈ 𝑒−𝑘/𝑘0 的功率谱，情况就不是这样，其中 𝑘0 充当 “典型” 空间频率。

这些研究为自然图像集合中的某种对称性提供了证据：尺度不变性。尺度不变性仅仅意味着图像

统计量不会随角度尺度而变化。无论镜头焦距如何，这种集合的图片都将具有相同的集合统计量。更

一般地，新的集合可能与原始集合自仿射，这意味着新图像在重新缩放后也必须乘以合适的常数，以

使统计量与原始图像相同。如果 Q[<(ax)] 是尺度 cz 上 4(x) 的任何集合统计量，则尺度不变性意味
着

𝑄[𝜙(𝑥)] = 𝑄[𝛼𝜈𝜙(𝛼𝑥)] (9)

其中 𝜈 是通用指数（即它与 a和 Q无关）。因此，在尺度不变集合中，我们可以将 𝜙(𝑥) → 𝛼𝜈𝜙(𝛼𝑥)
替换为任意期望值中所有 𝜙 实例。

这是一个强有力的说法。它极大地限制了图像分布的形式。这样的属性还让我们对自然场景有了

一定的直觉，而不仅仅是对其统计数据的量化。例如，它强化了这样一种观念：自然世界中的物体可

以在图像中以任何角度尺度出现（即它们可以位于任意距离），这是一种产生尺度不变性的合理机制。

尺度不变性是临界现象（如铁磁体的居里点）的一个被广泛研究的性质。物理学家研究具有局部

（马尔可夫）相互作用的模型，这些相互作用会产生 “长程”（即幂律）相关性。为了实现尺度不变性，
必须非常精确地选择模型参数 [89]。有趣的是，在二维中，局部尺度不变和旋转不变模型也必须是共
形不变的 [19]。但由于自然界中的图像甚至不是各向同性的——地平线具有明确的方向——我们不能
指望它们具有更普遍的共形不变性。因此，为了在排除共形不变性的同时对尺度不变统计数据进行建

模，必须包括远距离相互作用。

如果自然图像形成一个尺度不变的集合，那么我们应该在功率谱之外的其他统计数据中找到尺度。

1992 年，William Bialek 和我收集了自然图像数据并开始进行统计分析 [70, 73, 74]。除了一些值得
注意的例外，下面介绍的工作都是这次合作的成果。我们不仅能够确认尺度结果，还能找到新不变性

的证据。

其他关于自然图像的研究包括局部主成分分析 [34、52、75]，其中寻找最大程度地去相关图像的
局部线性滤波器。响应方差最大的滤波器往往与皮质中的定向感受野相似，这表明可能存在某种去相

关过程。去相关通常被认为是减少表示冗余的第一步。

人们还研究了自然场景的光谱反射特性。1947 年，克里诺夫 [46] 测量了 337 个自然物体（如草
和木头）在 26 个波长下的光谱反射率。马洛尼发现，所有这些光谱曲线都可以使用具有 7 个自由参



Silkman Statistical Journal 7

数的模型进行紧密拟合 [59]，这表示 26 个维度中的 19 个维度存在冗余。丹尼米勒 [26] 发现，随机
光子捕获产生的噪声有效地将维度降低到 3，这是人类视网膜中存在的视锥细胞类型的数量。使用比
色测量（因此特别涉及人类的彩色视觉），伯顿和摩尔黑德 [16] 发现自然图像会引起视锥细胞高度相
关的反应，并表明功率谱在三个视锥系统中的比例约为 1/k2。通过研究彩色图像的属性，人们可以尝
试预测视网膜光感受器的最佳排列 [60]、颜色编码 [3] 和彩色视觉的最佳瞳孔函数 [49]。

5. 测量自然图像
我们选择了春季新泽西州中部的树林作为图像集合。这些树林是昆虫、小型哺乳动物和鸟类的栖

息地，因此对于许多不同类型的视觉系统来说，这是一个重要的感官环境。由于它仅构成特定环境，因

此我们的结果不一定具有其他环境的特征。另一种方法是收集来自不同环境的图像，并将它们作为一

个自然场景的单一大集合一起进行分析。

树林由树木、灌木丛、岩石和溪流组成。图 1 中展示了该组合的图像。由于相机指向随机方向且
仰角较小，因此该组合具有平移不变性，避免了单独的天空或地面图像。附录中介绍了测量过程的详

细信息。

反射场景的亮度与太阳的辐射通量成正比。包括相机在内的视觉系统会适应这个平均背景值，因

此它无关紧要。通过考虑背景水平的对数强度波动，我们可以将其从图像中去除。我们将 “对数对比
度”𝜙(𝑥) 定义为

𝜙(𝑥) = ln [𝐼(𝑥)/𝐼0] (10)

其中 𝐼(𝑥) 是测量的强度信号，𝐼0 定义为每幅图像，使得 ∑𝑥 𝜙(𝑥) = 0。这会使每幅图像直方图
均值为零。𝐼0 的定义是任意的，但我们的许多统计数据都是对数对比度差异，其中常数 Io 会消失。对
数测量很方便，因为它覆盖了整个实轴；另一方面，强度有点难以处理，因为它们是非负的。我们发

现使用 4 代替 I 似乎也能改善观察到的不变性。

该数据集包含 45 张焦距为 15 毫米（1 像素对应视角 0.059°）的图像和 25 张焦距为 80 毫米
（0.011°/像素）的图像。数字化图像为 640 x 480 像素，中央 256 x 256 子图像即取自这些图像。

在 15 毫米和 80 毫米焦距下，图像分别朝向 15° 和 2.8°。

6. 统计分析
先前的研究已经暗示了自然图像中的缩放。我们将首先尝试通过评估图像的功率谱来证实这一点。

数字化图像是离散采样的连续图像 $(x)，它们来自具有功率谱 S(k) 的平稳分布，如下所示

⟨Φ∗(𝑘)Φ(𝑘′)⟩ = (2𝜋)2𝒮(𝑘)𝛿(2)(𝑘 − 𝑘′)) (11)

其中 Φ(𝑘) = ∫ d2𝑥𝜙(𝑥)e−i𝑘⋅𝑥。严格来说，坐标系由方位角和仰角组成。像素化图像是从连续图

像中得出的，如下所示
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图 1: 树林中的图像：溪流中的岩石，背景是树叶。
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𝜙𝑚,𝑛 = 𝜙(𝑚𝑎, 𝑛𝑎) (12)

其中 𝑎 是以度为单位测量的像素间距，𝑚, 𝑛 是从 0 到 255 的像素索引。我们希望从离散采样的
图像中估计 𝑚𝑎𝑡ℎ𝑐𝑎𝑙𝑆(𝑘)。

谱估计是一个被充分探索的领域，关于它的一个有说服力的总结可以在 [65] 中找到。功率谱的估
计方法是

𝑆ext(𝑘𝑟,𝑠) = ( 𝑎
2𝜋𝑀2 )

2 1
𝑁

𝑁
∑
𝑖=1

∣
𝑀−1
∑

𝑚,𝑛=0
𝜙𝑖

𝑚,𝑛 𝑊𝑚,𝑛 exp(−i𝑘𝑟,𝑠 ⋅ 𝛼𝑚,𝑛)∣
2

(13)

其中 𝑥𝑚,𝑛 = (𝑚𝑎, 𝑛𝑎)、𝑘𝑟,𝑠 = (2𝜋𝑟/𝑀𝑎, 2𝜋𝑠/𝑀𝑎)、𝑀 = 256，并且 𝑖 遍历数据集中的所有图
像。𝑤𝑚,𝑛 称为 “窗口函数”；其形状决定了估计值与实际频谱的关系。我们在计算中使用二维 Bartlett
窗口，但结果并不强烈依赖于此选择。

图 2 中显示了自然场景对数对比度功率谱的轮廓图。轮廓以功率的对数以恒定间隔放置。它显示
了水平和垂直方向上低空间频率的功率优势，这显然很特别。绘制方向平均光谱更有启发性，如 @fig-
03 所示。该图由两个叠加的图组成，每个图来自不同的镜头焦距。尺度在空间频率和功率上都是对数
的，因此绘制的数据几乎是线性的。这意味着功率谱是形式为

𝒮(|𝑘|) = 𝐴
|𝑘|2−𝜂 (14)

其中 𝜂 = 0.19 ± 0.01，且 𝐴 = (6.47 ± 0.13) × 10−3deg(0.19)
。

对于给定焦距，在高空间频率下测量会变得困难。光学模糊会导致光谱下降，同时噪声和混叠会

导致功率增加。我们通过简单地使用两个焦距来扩展空间频率范围。该图显示了光谱在空间频率上近

2.5 个数量级的缩放。显示缩放的最高频率约为 30 个周期 deg-’，这相当于人眼敏锐度的一半 [17]。因
此，这些是视觉的相关空间频率。虽然我们的结果来自强度的对数，但我们发现功率谱中的缩放与其

他人在使用强度信号时发现的相同（我们也发现了这一点）。功率谱中的缩放对于这种变化以及集合选

择、光谱灵敏度和图像捕获方法的明显差异具有鲁棒性。但是，指数因作者和环境而异（例如，我们

发现海滩图像的指数为 𝜂 ≈ −0.3）。
这种功率谱的缩放证实了其他人的发现。但我们还可以说更多。首先，功率谱本身并不能告诉我

们分布是否是高斯分布。

此外，缩放应该可以通过我们选择的任何统计数据进行测试。这两个问题可以通过 “粗粒度” 过
程同时探索。Kadanoff [44] 最初的缩放思想提出，粗粒度临界系统应该具有与原始系统相同的统计数
据，除了可能重新缩放场变量之外。

类似地，我们可以粗粒度化图像以寻找缩放和高斯统计的可能性。4 在尺度 N 上的平均值由高斯
统计给出。𝜙 在尺度 𝑁 上的平均值由以下公式给出

𝜙𝑁 = 1
𝑁2

𝑁
∑

𝑚,𝑛=1
𝜙𝑚,𝑛. (15)
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图 4 中显示了 𝑁 = 2 的此过程示例。如果 𝜙 是缩放场，则概率 𝑃𝑁(𝜙𝑁) 应具有与 𝑁 无关的

shape。在临界现象理论中，当场具有异常维度（即 𝜂 ≠ 0）时，必须在长度尺度发生变化时对其进行
“重新正则化”。这意味着

𝑃𝑁(𝜙) = 1/𝜙RMS
𝑁 𝒫(𝜙/𝜙RMS

𝑁 ) (16)

其中 𝜙RMS
𝑁 = ⟨𝜙2

𝑁⟩1/2，𝒫 是缩放概率分布。对于具有异常维度 𝜂/2 的缩放场，𝜙RMS
𝑁 ∝ 𝑁−𝜂/2。

为了比较直方图形状，必须除以这个 RMS 值。

图 2: 焦距为 15 毫米时拍摄的 45 幅图像的集合功率谱轮廓图。图中心为 k =0。轮廓以功率对数的
等距间隔放置，空间频率绘制在线性轴上。
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图 3: 15 毫米和 80 毫米焦距数据（重叠）的方向平均功率谱及其标准误差线，以及文中讨论的拟合
回归线。

图 4: 𝑁 = 2 的块平均程序。
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如果 𝜙(𝑥) 缩放，则 𝜙𝑁 的概率分布应始终具有相同的形状，无论缩放参数 𝑁 的值如何。图 5 演
示了对数对比分布的缩放。该图显示了 𝑁 = 1�2�4�8�16�and32 的 𝑃(𝜙𝑁/𝜙RMS

𝑁 ) 与 𝜙𝑁/𝜙RMS
𝑁 。这六

个图都相互叠放；它们具有相同的形状。高斯分布将在图中显示抛物线，而不是我们发现的近乎线性

的尾部。直方图缩放比二点函数（即功率谱）的缩放更有力，因为它意味着高阶相关函数也必须缩放。

中心极限定理指出，当大量独立随机变量（具有有限方差）一起平均时，所得分布将变为高斯分

布。即使在将近 1000 个（32 x 32）数据点一起平均后，我们的直方图也不会变成高斯分布，这一事
实证明了物理学家所说的非高斯缩放不动点。简而言之，中心极限定理不适用，因为被平均的变量高

度相关。这种扩展相关性是热力学临界点的典型特征，其中相关性长度是无限的。

作为统计缩放和集成的非高斯特性的另一个例子，考虑局部梯度的分布。我们首先在

图 5: 对数对比度直方图在 1、2、4、8、16 和 32 尺度上的缩放。

𝐺𝑁(𝑚, 𝑛) ≈ |∇𝜙𝑁(𝑚, 𝑛)|. (17)

如果 𝜙 是缩放场，则 G 的直方图应具有与 𝑁 无关的形状。图 6 显示了 𝑃(𝐺𝑁/𝐺𝑁) 与 𝐺𝑁/𝐺𝑁
的关系，其中 𝐺𝑁 是分布的平均值。如果 𝜙 是高斯分布，则该分布将采用瑞利形式

𝑃(𝐺) = 𝜋
2

𝐺
𝐺2 exp [−𝜋

4 (𝐺
𝐺)

2
] (18)
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图 6: 梯度直方图的缩放。图中显示 𝑃(𝐺𝑁/𝐺𝑁)，其中 𝑁 = 1, 2, 4, 8, 16, 32，并与瑞利分布（实线）
进行比较。
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为了进行比较，绘制在图中。

在近四十年的时间里，长度尺度从 1 到 32 的梯度分布在概率上形状相同。这种分布与瑞利分布
形成了鲜明的对比。首先，梯度直方图具有非常长的指数尾部，而瑞利分布的下降幅度要大得多。这

意味着图像中的大梯度区域比高斯分布要多得多。此外，小梯度或均匀斑块过多。这些是自然场景的

非高斯特征。在热驱动的对流湍流中可以看到这种非常大和非常小的梯度模式，这也会导致具有指数

尾部的非高斯概率分布 [21]，并显示出缩放 [67]。

缩放使我们能够用 𝛼𝜈𝜙(𝛼𝑥) 替换 𝜙(𝑥)，而不会更改任何统计数据。我们已经看到，重新缩放图
像不会改变对数对比度分布的形状，只会改变其宽度 𝜙RMS

𝑁 。根据缩放定律，此宽度应按 𝑁−𝜈 缩放。

在图 7 中，我们在对数-对数刻度上绘制了 𝜙𝑅𝑀𝑆
𝑁 与 𝑁 的关系。该图呈线性，斜率为 −𝜈 ≈ −0.2。我

们测试的所有局部量都以相同的指数缩放5。如果像素彼此独立，则重新缩放因子将下降为 {𝑁−1；绘

制此线是为了进行比较。当图像在大尺度上平均时，自然图像中的方差仍然比白噪声中的方差大。

图 7: 𝜙𝑁 分布的标准差是 𝑁(𝑙𝑜𝑔 − 𝑙𝑜𝑔 𝑝𝑙𝑜𝑡) 的函数。如果图像由不相关的噪声组成，则标准差将按
1/𝑁 缩放，如虚线所示。

7. 自然图像的可预测性

图像非随机性的衡量标准之一是其所包含的可预测性的量。

假设我们知道图像的某些部分是什么样子的，并且我们想从中猜测缺失的部分是什么。这能做到

5精明的读者可能会想知道为什么 n # 2v，因为功率谱涉及场 4 的两个幂。这确实有点神秘，但可以通过考虑缩放可能不是完美和各向同
性的事实来解决。计算功率谱时方向的平均方式与在方块上平均时方向混淆的方式不同，这可能解释了指数的差异。
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吗？答案在于图像的统计结构，正如人们所预料的那样。如果它们由随机像素组成，那么就没有可预

测性。但自然图像具有长程相关性，因此可以预期很大程度的可预测性。

信息论的发明者克劳德·香农 (Claude Shannon) 对统计数据很感兴趣，他想从英文文本中找出
n 个字符的界限，以及当 n = 100 时，每个字母的母语熵位数。这代表单个字母的冗余度约为 75%。

1987 年，Kersten 要求人类受试者对日常图像执行类似的任务。从图像中删除一个像素，并要求
受试者替换它。使用香农的方法，他将自然场景中的单个像素冗余度设为 65%。这意味着，在一个像
素拥有的所有熵中，65% 是可以根据对图像其余部分的知识预测的。

我们与剑桥的 Horace Barlow和 Chris Wroe合作，利用自然图像对可预测性进行了一些评估。人
们最终想知道一个图像块能传达多少有关远处另一个图像块的信息。这样的计算将涉及大量图像，以

便很好地对分布进行采样。实际上可以完成的最多工作是一次询问几个像素。例如，一个像素能传达

多少有关给定距离的另一个像素的信息？

我们计算两个像素值 𝜙1 和 𝜙2 之间的香农互信息

𝐼 = ∫ d𝜙1 d𝜙2 𝑝2(𝜙1, 𝜙2) log2
𝑝2(𝜙1, 𝜙2)

𝑝1(𝜙1)𝑝1(𝜙2) (19)

其中 𝑝2 是给定间隔处两个像素的联合分布，𝑝1 是像素的边际分布。对于给定的位移向量 𝑑，扫
描图像中的所有位置以创建联合概率直方图。根据此分布计算公式 19 的离散近似值。

图 8 的左图显示了两个像素之间的相互信息，它是垂直分离像素之间的距离 d 的函数。该图在对
数-对数尺度上几乎呈线性，这意味着信息以分离距离的幂律形式缩放：

𝐼(𝑑, 𝜃) ≈ 𝑑−𝛼(𝜃) (20)

其中 𝛼(𝜃) 表示斜率对分离轴角度的依赖性。右图显示了系统各向异性与 𝜙 的关系（𝜙 = 0 对应
于水平分离）。斜率在 𝜙 = 90° 时最小，这意味着相关性在垂直方向上最强，正如人们在包含树木的
图像中所期望的那样。我们较大的图反映了冗余存在于图像的更大区域中的事实。

有趣的是，在英语文本中也发现了类似的信息尺度。Ebeling 和 Poschel 发现，两个字母之间的
相互信息作为距离的函数逐渐渗入到测量中 [30]。

请注意，信息随距离缩放是非常偶然的，因为如此复杂的统计数据没有先验理由成为尺度不变的，

即使图像集合是尺度不变的。在尺度不变的集合中，任何单幂相关函数都会缩放，

例如 ⟨𝜙2(0)𝜙4(𝑥)⟩。但对于幂的混合，这并不一定正确，例如 ⟨(𝜙(0)𝜙(𝑥) + 𝜙2(0)𝜙2(𝑥))⟩，因为
长度尺度的变化会通过不同的指数重新缩放每个项（参见公式 (9)），因此函数会发生变化。上面的信
息度量是一个特殊量，即使它不是缩放场 𝜙 的单一幂，它也会缩放。

我们可以尝试另一种相关性度量，即二阶相关系数，其公式如下

𝑟 = ⟨𝜙1𝜙2⟩
√⟨𝜙2

1⟩⟨𝜙2
2⟩

. (21)

假设 ⟨𝜙1⟩ = ⟨𝜙2⟩ = 0。事实证明，该统计数据不遵循幂律；相反，它在距离大于约 20 像素时从
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图 8: 顶部：𝐼(𝑑, 𝜃) 与 d 的对数对数图，其中 𝜃 = 90°。底部：𝐼(𝑑, 𝜃) 与 𝜃 的缩放指数。
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幂律转变为指数行为。由于缩放是自然图像的基本统计数据，因此香农互信息可能比二阶相关系数更

“基本” 地衡量相关性。

作为两点图像统计的最后一个例子，我们检查一个像素相对于另一个像素的可重构程度。从一定

距离外的像素 𝜙1 可以多好地估计出 𝜙2？我们想要一个函数 𝜙𝑒𝑠𝑡
2 (𝜙1)，它是给定 𝜙1 时 𝜙2 的最佳猜

测。最小化均方误差的估计值 ⟨[𝜙2 − 𝜙cst
2 (𝜙1)|2⟩ 是

𝜙est
2 (𝜙1) = ∫ d𝜙2 𝜙2𝑝(𝜙2|𝜙1) (22)

这是给定 𝜙1 时 𝜙2 的条件平均值。

图 9 显示了垂直方向上距离为 1、4 和 16 像素的像素的 𝜙𝑒𝑠𝑡(𝜙)。
图中不同区域的相对重要性由像素概率的叠加图表示。在相关区域中，估计是线性预测，即

𝜙est
2 (𝜙1) ≈ 𝑚(𝑑)𝜙1 (23)

其中 𝑚(𝑑) 是直线的斜率，是两个像素之间距离的函数。图 10 显示了函数 𝑚(𝑑) 和 𝐹(𝑑)，重建
保真度定义为

𝐹 = 1 − ⟨|𝜙est − 𝜙|2⟩
⟨𝜙2⟩ .= (24)

两者均为幂律形式，指数分别为 −0.31 和 −0.72。
基于对单个像素的了解进行重建效果并不好。基于了解垂直邻居的 RMS 预测误差几乎是 RMS

像素变化本身的 70%（即如果我们没有这样的知识，我们会得到的误差）。通过使用更多附近的像素
作为最佳估计器，可以改善估计值。随着包含的像素越来越多，最佳估计器会以联合像素密度的形式

考虑越来越多的图像统计数据。两点像素统计数据并没有捕捉到自然图像的特别之处。

即使没有完整的像素统计数据，我们也可以从像素的最近邻（NN）中找到像素的最佳线性估计量

𝜙est = ∑
𝑖∈NN

𝑎𝑖 𝜙𝑖 . (25)

它只需要二阶相关性。系数向量 a 的计算是为了最小化预期均方误差，如下所示

𝑎 = 𝐶−1𝑦 (26)

其中 𝐶𝑖𝑗 = ⟨𝜙𝑖𝜙𝑗⟩，𝑦𝑖 = ⟨𝜙𝜙𝑖⟩，并且索引 𝑖 和 𝑗 覆盖 8 个最近邻居。
系数 𝑎𝑖 在对角线上略微为负，在水平和垂直方向上的值约为 0.3。此重建提供的 RMS 误差约为

RMS 像素波动的 50%。包括次近邻的重建将误差降至 45%。

8. 新的不变性
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图 9: 垂直方向上相隔 1 个（实线）、4 个（虚线）和 16 个（点线）像素的像素估计量 𝜙est(𝜙)。绘制
了 𝜙 的概率分布以显示感兴趣的区域。
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图 10: 重建保真度 𝐹（虚线）和线性重建斜率 𝑚（虚线）作为距离 𝑑������ 的函数。
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8.1. 过滤自然图像

我们一直在探索的图像是视觉系统处理的信号的例子。它们的统计数据告诉我们应该如何进行这

种处理？视觉的早期阶段，例如视网膜中的阶段，仅限于局部处理图像——没有神经元可以访问整个
图像 [29]。传递这些信号的神经元将具有由图像决定的输出统计数据。根据各种效率标准，这些通道
的响应应具有某些统计特性。

例如，具有信号方差约束的通道通过发送高斯信号来优化信息传输 [76]。神经元在其函数中具有
类似的约束，因为它们的发放率可以在高水平上饱和并且不能变为负值。因此，最佳编码统计数据取

决于施加的约束。

图 11: 局部带通滤波器。

首先，我们应该确定对数对比度进行简单线性过滤后得出的统计数据类型（过滤强度可得到类似

的结果）。考虑图 11 中所示的过滤器。此 2 x 2 过滤器不会通过零空间频率的信号，因此 Io 会消失。
图 12 中以半对数刻度显示了此过滤器输出的直方图。它在四十年内具有近乎完美的指数尾部。事实
上，我们尝试的任何局部线性变换（包括 Gabor 和中心环绕过滤器）似乎都会产生指数尾部直方图，
尽管它们的形状可能略有不同。

Daugman [27]、Barlow和 Tolhurst [9]以及 Ficld [32]也发现了自然场景中的长尾直方图。Field
指出，这种 “稀疏编码” 是自然图像的傅里叶相位的特定排列的结果。他认为，长尾只会激活编码图像
的神经元中非常稀疏的子集。Burr 和 Morrone [15] 认为，图像的这种特性与自然场景中边缘的存在
有关，并且 “发出视觉感兴趣的信号”。从高斯分布中绘制的图像具有完全随机的相位，并且与自然场
景没有任何结构相似性 [32, 70]。

单侧指数分布可最大化给定平均激活水平的信息传输，就像高斯分布对于固定方差是最优的一样。

如果编码视觉刺激的神经元具有平均发放率约束，那么这些指数直方图就是理想的；我们只需对它们

进行校正，使它们成为单侧的。

有没有办法消除指数分布？没有局部线性变换可以解决这个问题。但是局部非线性变换呢？一种

方法就是简单地找到图像的逐点变换，产生我们想要的分布，就像 Laughlin 预测对比度编码时所做
的那样 [48]。但他的方法并没有找到直方图的原因，只是重塑了它。我们更愿意寻找产生长尾的机制，
并系统地 “消除” 它。
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图 12: 局部滤波器输出的直方图。
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图 13: 施特劳斯《蓝色多瑙河》中 5 分钟序列的振幅直方图，该序列来自一张光盘录音，采样率为 44
kHz，使用 16 位分辨率的线性模拟数字转换器 (ADc)。高斯分布突出显示了直方图峰值和尾部的过
度部分。
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8.2. 添加非线性

为了寻找可能的候选者，我们应该考虑直方图尾部过多的可能原因。考虑与音乐的类比，音乐是

具有与图像相似属性的合奏。

音乐声压的振幅也具有指数尾部（见图 13）。长尾部的来源是乐谱的动态；在一段时间内，有些
部分声音很大，有些部分很安静。如果安静的段落被放大，而响亮的段落被减弱，那么分布的尾部和

峰值处的过量将移至更 “典型” 的值，从而减少峰值和尾部。

这将使分布具有更 “圆润” 或高斯特性。也许在自然场景中也会出现类似的动态，其中局部相关
区域要么纹理平坦（即安静），要么非常动态（响亮）。这表明了长指数尾部的起源：直方图是许多不

同方差分布的叠加。

将声音波形除以其最近的响度是一种局部非线性运算。我们可以在图像上尝试类似的程序，通过

相对于其局部标准差对对数对比度波动进行归一化。这创造了一个新的领域

𝜓(𝑥) = 𝜙(𝑥) − 𝜙(𝑥)
𝜎(𝑥) (27)

其中 𝜙(𝑥) 是位置 a 周围 N x N 块内的局部均值，o(x) 是块内 4> 的标准偏差。此过程的作用
是从零对数对比度中去除平均位移，并对对数对比度的局部方差进行归一化。局部对比度较小的区域

将扩大，而高对比度区域将变淡。分子就像一个中心环绕机制，环绕是中心（1 个像素）的 N 倍。在
图 1 中的图像上运行此过程（使用 N = 5）会得到一个方差修改图像 $（显示在图 14 中）和一个标
准偏差图像 o（显示在图 15 中）。方差归一化图像比原始图像更加均匀。例如，岩石上的小波动已经
扩展到更高的对比度。除了一些残留物体边界外，该图像几乎看起来像噪声图案。另一方面，标准偏

差图像 𝜎 似乎几乎突出了物体的边界并减弱了物体的纹理。这很粗略地就像方差归一化将物体与其纹
理分开一样。

我们发现，当 N = 5 时，𝜓(𝑥) 的直方图最接近高斯分布，因为其峰度最接近高斯分布 (3𝜎4)。当
N 较小时，峰度较大，当 N 较大时，峰度较小。图 16 显示了 𝜓 的统计数据。方差修正图像并非完全
符合高斯分布，但它们显示出高斯特征：𝜓 的直方图尾部迅速下降，其梯度呈瑞利分布。因此，这种
新信号适合通过动态受限通道传输。

那么 𝜎 (𝑥) 呢？根据方差 𝜎2(𝑥) 生成图像，取平均值并以 5 x 5 块为单位进行采样，可以得到一
组缩小尺寸的非负图像。我们可以通过查看对数对比度，以与原始图像数据相同的方式处理这些图像。

定义

𝜉(x) = ln [𝜎2(x)
𝜎2

0
] (28)

其中 𝜎2
0 类似于 𝐼0。𝜉 的统计数据与 𝜙 的统计数据非常相似，如图 17 所示。原始图像和方差图

像的对数对比度和对数对比度梯度分布都非常相似。在子采样之前，对 4 和方差图像之间的功率谱进
行了比较，因此它们处于相同的空间频率尺度上。频谱的斜率在低频下完全一致（它们已被移动以在

垂直方向上匹配）。在高频下，方差图像频谱下降，正如统计数据的低通性质所预期的那样。



24 自然图像的统计数据

图 14: 方差修正图像，𝜓(𝑥).
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图 15: 标准差图像，𝜎(𝑥).
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图 16: 方差修正图像统计的半对数图，𝜓。顶部：𝜓 的直方图（重新缩放为单位方差）与高斯分布进
行比较，底部：𝜓 的梯度直方图与瑞利分布进行比较。
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8.3. 重复该过程

对于我们测量的每个统计数据，方差图像与原始图像相同。这意味着自然图像中的局部方差模式

在统计上与强度模式非常相似。这是否意味着整个过程可以重复？答案是肯定的，但结果并不像以前

那么清晰。从全分辨率方差图像开始，生成两个数据集 f(x) 和 E(x)，它们分别是 f 的方差正则化图
像和标准偏差图像（参见图 18）。通过在 11 x 11 块中取平均值和采样可以找到最符合高斯分布的 f
统计数据（参见图 19）。这是 5 的峰度与零相交的长度尺度。类似地，当对 5 进行采样并在 11x 11
块上取平均值时，梯度分布最接近瑞利分布；如图 19 所示。该过程经过第二次迭代，产生了另一组近
似高斯的数据以及一组低分辨率的方差。这些新的差异与原来的差异相比如何

𝑧(𝑥) = ln[Σ2(𝑥)
Σ2

0
]. (29)

其统计数据（对 11 x 11 个块取平均值）显示在 @fig-20 中，以及原始图像对数对比度的统计数
据。同样，匹配几乎完美。请注意，这不是该过程的真正重复，因为那意味着对 𝛿 的缩小图像中的 5
x 5 个块取平均值。但后一种方法不能很好地再现统计数据。

由于缺乏数据，该过程无法合理地进行第三次。如果可以无限期地继续下去，那么我们就发现了

图像集合的非线性不变性。局部方差本身具有具有相同统计数据的局部方差。因此，不仅图像强度之

间存在相关性，而且局部方差之间也存在相关性。方差归一化过程类似于光谱白化，因为它消除了相

关性，尽管它是分层完成的。不变性对编码有影响：可以迭代该过程以在每个阶段产生一组可以有效

通信的高斯信号。最终，图像可以完全变成高斯图像。最重要的是，这一切都是通过局部处理实现的。

这些结果也可能意味着可以通过反转此过程从高斯噪声中生成自然场景。实现这一点意味着已经完全

理解了 𝑃 [𝜙] 的结构。
简而言之，我们在自然场景中发现了一种新型的迭代不变性。这种方差归一化过程让人想起了视

觉皮层中的 “对比度增益控制” 机制 [35, 63]。它可能只是通过减少神经反应分布的尾部来限制神经反
应的方差。迭代该过程会一次又一次地重现相同的统计数据，这意味着通用算法可能非常适合处理这

些图像组件。

请注意，上述过程并不特别先进或复杂。我们尝试的简单方形区域可能不是产生这种效果的最佳

选择——也许圆形区域或加权平均值效果会更好。此外，该技术可用于对对数对比度图像和原始强度
图像进行高斯化（数据未显示）。无需对该过程进行微调，这表明方差归一化的效果既基本又稳健。

9. 视网膜中的信息

我们已经看到，自然场景在统计上与白噪声截然不同。它们结构严谨，在大范围内相互关联。在

所有可能的图像空间中，它们占据的体积极小，这一概念可以用熵的概念来量化。自然场景的集合非

常有限，因此其熵比白噪声集合小得多。

自然场景的熵是一个重要量，它与表示这些场景所需的 “空间” 大小有关。如果每幅图像都由均
匀的灰色组成，那么只有一个数字可以指定整幅图像：其灰度。另一方面，如果整体真的是白噪声，那

么每个像素都需要保留，因为它们完全不相关。自然图像介于两者之间。
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图 17: 𝜉 图像与原始图像 𝜙 的统计数据对比。顶部：对数对比直方图（缩放至单位方差，半对数图）。
中间：梯度直方图（缩放至单位均值，半对数图）。底部：图像的功率谱（在高频处下降）和原始图像

（任意空间频率单位，对数对数图）。
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图 18: 迭代方差归一化程序

为了给熵赋值，我们必须调用包含噪声的实际图像表示；否则连续分布的熵是无限的。对于视觉，

主要表示是在光感受器阵列的级别，场景首次被捕获。图像熵的问题可以表述为：“给定光感受器对图
像的编码，需要什么通道容量才能将它们传输到大脑？” 这个问题与视觉系统有关，因为传递自然图
像是视神经的作用。每根神经纤维需要能够发送多少信息？

假设光感受器将图像表示为一组响应 {𝑦𝑛}。
编码中的信息是

𝐼[{𝑦𝑛}, 𝜙] = ∫ D𝜙 𝑃 [𝜙] ∫ D {𝑦𝑛}𝑃 [{𝑦𝑛}|𝜙] log [𝑃 [{𝑦𝑛}|𝜙]
𝑃 [{𝑦𝑛}] ]

= 𝐻[{𝑦𝑛}] − 𝐻[��] (30)

其中 𝐻 是随机变量的熵。该方程的第二部分在假设光感受器噪声是附加的且与信号无关的情况

下有效。我们使用线性模型进行编码6。首先，根据衍射限制的非相干点扩展函数，光学器件对图像进

行低通滤波，其空间传递函数（大约）为 [12]

𝑀(𝑘) = 1 − |𝑘|/𝑘e (31)

6响应在图像强度中更实际地呈线性，而不是对数对比度。但是我们发现它们都具有几乎相同的功率谱，因此结果将是相同的。因此，出于

此计算的目的，上面的 4 可以自由地与 I 互换。
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图 19: 𝜉 图像的统计数据与高斯场的统计数据进行比较。顶部：直方图（重新缩放为单位方差，半对
数图）。底部：𝜉 梯度的直方图（重新缩放为单位均值，半对数图）。
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图 20: 𝑧 图像与原始图像 𝜙 的统计数据对比。顶部：对数对比的直方图（重新缩放为单位方差，半对
数图）。底部：𝑧 梯度的直方图（重新缩放为单位均值，半对数图）。



32 自然图像的统计数据

对于 |𝑘| < 𝑘𝑐，否则为零。然后光感受器对该信号进行采样，并将方差为 𝜎2 的高斯白噪声添加

到它们的响应中。因此

𝑦𝑛 = ∫ 𝑑2𝑥 𝑀(𝜔 − 𝜔𝑛)𝜙(𝜔) + 𝜂𝑛 (32)

其中 𝑥𝑛 是第 n 个受体的位置，⟨𝜂𝑚𝜂𝑛⟩ = 𝜎2𝛿𝑚,𝑛。这定义了图像编码。

每个受体的信息由下式给出：

ℐ = lim
𝑁→∞

1
𝑁 𝐼𝑁 [{𝑦𝑛}, 𝜙] . (33)

可以通过假设图像（因此响应）具有比实际更大的熵来找到该数量的上限。这是通过分配具有与

自然场景测量的相同功率谱的图像高斯分布来实现的。该分布具有与该功率谱一致的最大熵，因此信

息被高估了。

受体呈六边形排列（即三角形格子），就像视网膜中央凹一样 [25]；它们之间的距离尽可能远，这
样就不会出现混叠，而视网膜中央凹的情况几乎就是如此。[这种结构在人类视网膜中央 1° 左右以外
并不明显，那里的情况因视杆细胞的存在而变得复杂。视锥细胞在外围变得更加稀疏和随机排列。我

们的模型受体格子具有非常大的视网膜中央凹的特性。] [18]。因此，间距为

𝑎 = 2√
3

𝜋
𝑘e

. (34)

如果受体位于方形晶格上，则无混叠条件将需要受体密度增加 13%，因为间距恰好为 n/ke。六
边形排列的光受体晶格中单元格的面积为 𝐴𝑐 = (

√
3/2)𝑎2。

在无限格子的极限中，平稳高斯信号的傅里叶分量是独立的，总信息是每个分量中信息的总和：

ℐ = 𝐴e
4𝜋 ∫

𝑘e

0
d𝑘 𝑘 log [1 + 1

𝐴e𝜎2 |𝑀(𝑘)|2𝑆(𝑘)] .

这里 ℐ 是每个受体的信息，Ac 是晶格中单元格的面积，c 2 是噪声的方差。

我们使用 𝒮(𝑘) ∝ 1/𝑘2−𝜂，其中 𝜂 取其测量值，我们用受体中的 SNR 来表示噪声水平。有一个
信息度量来比较很重要。忽略受体之间的相关性会在每个受体中产生独立的高斯信号，从而最大化给

定 SNR 下的信息速率。空间冗余度以差值 Zind - Z 来衡量，它告诉我们由于空间相关性而浪费了多
少信息容量。对于给定 SNR（信号方差与噪声方差之比）的高斯信道，

ℐind = 1
2 log [1 + SNR] . (35)

图 21 中比较了信噪比从 1 到 1000 的量。空间冗余度始终大于 2 的倍数。也许更有趣的是，每
个受体每幅图像仅传达几比特信息，这似乎非常小。在中央凹，大约有一条神经节细胞纤维离开眼睛

到达每个受体 [24]。如果每秒有 20 张新图像呈现在眼睛上（上限），那么每个神经节细胞需要大约 50
波特的信息容量，这完全在某些神经元中估计的 300 波特左右的容量范围内 [69]。如果一百万左右的
视神经纤维必须各自传达这么多的信息，那么整个视神经应该以大约 50 Mbaud 的速度运行，这是以
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太网电缆容量的五倍。当然，新的随机图像不会每 50 毫秒出现一次；相反，它们随着时间的推移高度
相关。因此，真实数字肯定比这个小得多，可能要小很多个数量级。

图 21: 对于自然场景，𝜂 = 0.19 的 SNR 函数表示每个受体每个图像的信息上限（下曲线），以及每
个受体的信息容量（上曲线）。

10. 结论
先前的研究表明，自然场景具有尺度不变性。我们还通过功率谱、局部直方图和像素信息的缩放

证明了这一点。我们的数据还展示了一种新的对称性的近似不变性：方差归一化。局部像素方差的图

像似乎具有与图像强度本身相同的统计数据。此外，正如我们的数据所暗示的那样，这个过程可能以

递归方式进行。

理解尺度不变性的表象很简单。图像中的物体可以出现在任何距离，这似乎是合理的，例如，有

些物体甚至大小不一，例如树木和岩石。当它们被捕捉到图像中时，这意味着它们跨越许多角度尺度，

这可以产生尺度不变的集合。另一种可能性是，物体和场景本身是自相似的，正如分形图像生成 [66]
和分形图像压缩方法 [40] 的成功所表明的那样。

然而，方差正则化不变性的原因并不直观。我们寻求一种去除非高斯图像统计数据的方法。同时

出现了不变性。要么是我们很幸运，要么这种类型的程序有一些根本性的东西。自然图像的一个非常

显著的特性可能是它们可以通过这种迭代方案 “高斯化”。随着视觉系统中存在的非线性开始被系统地
研究，了解它们对图像编码的影响非常重要。方差正则化的结果表明，这些非线性可能是一个非常丰

富的研究领域。

我们测量的统计数据是高维概率分布的低维投影。再次考虑啤酒泡沫的类比。假设中间的气泡比

其他地方的气泡小，因此那里的流体密度更大。泡沫的二维投影（即通过对一个变量取平均值而产生

的边际分布）将显示密度的增加，但不会显示它是由气泡组成的事实。同样，为了直观地看到自然图

像分布的真实复杂性，可能必须在非常高的维度上进行搜索。找到分布中的不变性有助于我们降低其
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固有维数。

图像统计数据本身就很有趣，而且也有实际用途。图像压缩算法通过结合图像统计数据和心理物

理阈值来工作 [42]。图像恢复过程最终依赖于图像集合的先验或 “贝叶斯” 知识 [81]。但场景统计数
据最令人兴奋的应用或许是理解视觉中的感觉处理。为了回答 “生物的视觉系统设计得有多好？” 这
个问题，我们需要三样东西：一个优点标准、一组设计约束和自然图像统计数据。测量自然场景对于

真正从生态角度理解视觉至关重要。
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附录

所有图片均在公园内随机位置以与眼睛齐平的高度（约 1.7 米）拍摄。由于存在携带莱姆病的鹿
蜱，大多数图片均在小径上拍摄；这可能会导致图像内容出现系统性偏差。镜头设置为无限远对焦，所

有照片的光圈均为 f/5.6。由于光学元件的景深有限，附近的物体会显得失焦。如果场景中存在任何物
体，则相机的方位角会改变到足以将令人讨厌的物体从视野中移除。

在任何图像中，相机的仰角均不超过约 + 10°。

使用配备 9.5-123.5 毫米变焦镜头的 Sony Mavica MVC-5500 静态视频 CCD 相机收集图像。该
设备将模拟视频帧写入小磁盘，然后从播放单元（Sony MVR-6500）读取。视频信号为 NTSC 格式
RGB。这三个信号（红色、绿色和蓝色）被数字化为 8 位（0-255）使用 Silicon Graphics VideoLab
板。为了减少模拟播放噪音的影响，我们对 32 帧捕获的结果取平均值，以产生 0-255 范围内的浮点
数。请注意，由于模拟噪音在数字化之前就存在于系统中，因此重复量化后再取平均值可以让我们避

开量化噪音。

我们使用 CIE 亮度作为信号。它是使用公式 [62] 从数据中得出的。

𝑌 = 0.59𝐺 + 0.3𝑅 + 0.11𝐵 (A1)

.

该量是根据已知反射率的灰卡校准的，以产生强度信号 I(Y)，该信号与通过镜头的光源通量成比
例。由于相机的动态范围有限，因此可能会出现饱和。我们丢弃了饱和像素超过 1% 的图像。饱和的
像素要么设置为最低校准亮度值，要么设置为最高亮度值。
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